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OPQRSQTUV WXUPYZ[UYT\ ]P\TRSQ^ P_TVY UQ UR`TVQU`SaT UbbVPUWX `P Y`P WXUY`SW c`db SWURRde RSQTUVf

UbbVPUWXTY e g S`X `XT U\aUQ`U^TY Ph RPgTV \S] TQYSPQURS`d UQ\ ]PVT \T`TV] SQSY] i jQ `X SY bUbTV e gT
SQaTY`S^U`T `XT bVTYTQWT Ph WXUPY SQ aUVSU[ RTZ[S`ZVU`T cklmf aS\TP `VUn W UQ\ TobRPVT S`Y UbbRSWU`SPQ
SQ `VUn W YdQ`XTYSY UQ\ hPVTWUY`SQ^ i pT bVPaS\T Y`U`SY`SWUR TaS\TQWT `XU` bPSQ`Y `P `XT bP`TQ`SUR
WXUP`SWS`d Ph klm aS\TP `S] T YTVSTY i qrV TaS\TQWT SY [UYT\ PQ `XT YTQYS`Sa S`d Ph `XT `VUs TW`PVSTY `P
SQS`SUR WPQ\S`SPQY e `XT WPVVTRU`SPQ WPTn WSTQ` [ T`gTTQ `XT `VUQYhPV] T\ aS\TP YTtrTQWT cUh`TV u R`TVSQ^
Pr` UQd UbbUVTQ` Ur`P WPVVTRU`SPQYf UQ\ U bVT\SW`T\ aTVYSPQ Ph S` e UQ\ `XT TY`S] U`T\ aURrT Ph `XT
] UoS]r] vdUbrQPa TobPQTQ` i w WWrVU`T hPVTWUY`SQ^ Ph `XT hr`rVT aURrTY Ph U bVTYr]U[Rd WXUP`SW
`S] T YTVSTY VTtr SVTY ^PP\ TY`S] U`SPQ Ph `XT xy zx{{|}~ {|y x}�|�}i pT bVTYTQ` U QPaTR UbbVPUWX hPV
TY`S] U`SQ^ `XT T][T\\SQ^ \S] TQYSPQ Ph U YrYbTW`T\Rd WXUP`SW `S] T `XU` SY ]P\TRT\ UWWPV\SQ^ `P
`XT QPQRSQTUV hrQW`SPQUR VTRU`SPQYXSb Ph �UV] TV UQ\ �S\PVPg SWX ���� i �XSY UbbVPUWX SQ\SWU`TY `XU`
`XT ] SQS]r] T][T\\SQ^ \S] TQYSPQ SQ aS\TP YTtrTQWTY SY YTaTQ i �YSQ^ `XSY TY`S] U`T URPQ^ g S`X U
]P\SuT\ hPVTWUY`SQ^ UbbVPUWX Ph `XT PQT SQ ���� e gT ^TQTVU`T YdQ`XT`SW aS\TP YTtrTQWTY UQ\ YXPg
`XU` `XTd ToXS[S` WXUP`SW [ TXUaSPV i

� ������������

�������� ������� ���� � �� ¡�� ¢ ���� £������£ �� �¤¥¥��� ¡ � �£� �¡��� �¦ ¡¥¥ §� ¡����� � ��¨ £������
��¡©    ¨¡�¡ ������� � ¡�£ ª¤¡§��«¬�¦¬���� � � ®�¯° ��ª¤�������� ± ²   ¤�¡�� ��£�§��� �¦ �¨� ��¡��¥ ����£
��¡©   �� �������¡§ �� ¡ ¨��� ��� �©  ���� ����¤� � ¡§§�  ¡���� �¤¢³ � � �� ®�¯  �����¡���� ¡�£ �� £��������
��§��� ¡£� ������  �����§ ���¡������ ± ´� �¨ �� ¥¡¥ �� µ �¤� ¦�  ¤� �� �� ��£�§��� �¡��¡¢ §�¬¢ ���¬�¡�� ¶·¸ °

¹º» ¼½¾¿ÀÁÂÀ ÃÂ¾Ä¿Å» ÅÆ ÇÈ ¿Ä É¼ÉÂ¾ Ê¼Ä É¾ÂÄÂ»ÇÂÀ ¼Ç ÇÈÂ ËÌÌÌ ËÍÍ ÎÏÏÏ ÍÐÑÒ ÓÔÓÑÕÓÖ ×ÂÊ Ø¾ÙÂ¼»Ä Ö ÚÛ»Â ÜÝÝÝ Þ ßÈ¿Ä
ÊÅ¾à Ê¼Ä ÄÛÉÉÅ¾ÇÂÀ ¿» É¼¾Ç ½á ÇÈÂ × ¼Ç¿Å»¼Ù âã¿Â»ãÂ äÅÛ»À¼Ç¿Å» Û»ÀÂ¾ å¼¾ÂÂ¾ ºÊ¼¾À º×æ çèéé êëé ÞìåÅ¾¾ÂÄÉÅ»ÀÂ»ãÂ ¼ÛÇÈÅ¾ Þ íÈÅ»Â î ïðÜÝñ òÜêóôèé êÖ Âõ ¼¿Ù î ö÷øùúûüýü þÿ÷�ú�ùÿ þü�ø



��£�� ��¡©   ¡� �¨� ��¤� � µ ³ ¤�� ¢ �¦��� �������� �¨� ������� ± ¶ �£�� ��¡©   µ �� �����¡§ µ �� ��¥ � ��£
��  ������¤�� ¡ ������ ¡�� ¦�¡ ���� �¦ �¨� ��¡©   ��§¤�� �� ¦¤�¤�� ¨��¨¬�¥ ��£ �������� ± �� £��¥ §¡«
 ����¡��¬ª¤¡§��« � �£�� µ �¨� �� �£�� �����¡���  ��¥�����£ ¦�¡��� �¨��� ����� �� ¢ ���° �¡�« £�¥ ��£���
�� �¨� �����¡���� �� �¨� � ��� ¡ ��� ��«± �«¥ � ¡§§«µ ¦�¡��� ¡�� �����¡��£ ¡� ¡  ����¡�� ¦�¡�� �¡��
� ±� ±µ �� ¦�¡������ ��£°± �¨¤� µ  ¨¡�¡ ����� ��� �¨� �¡��¡¢ �§��« �¦ �¨� ¢ �� �¡�� ¡��¤��� �� ��£�§��� �¨�
¦�¡��¬���� ��ª¤�� � ± �¨�� ¶·¸ ��ª¤�� � �� ����� �� ��¨�¢ �� ¡ ��¥¨���� ¡��£ ���¤ �¤�� � ��¨ �¤§��¥ §�¬
��� �¬� ¡§� �¡��¡����� ¡�£ ¥ �������� �  ����§¡����� ±

� §¡��� ¡§ ¡¥¥��¡ ¨�� �� ��¡©   ��£�§��� ��� µ ¦�� ��¡�¥§� µ �¨� �¤���«� �� �	 µ 		
° �¦��� ¡��¤�� �¨¡�
�¨� �¢�����£ ���� ������ ¨¡�� ¢ ��� �����¡��£ ¢« ¡ §���¡� �«���� � ��¨ ¥ ����¢ §« �¡�£�� ¥���¤�¢¡�����
� ±� ±µ ����� ° ± ²¸�² ¡�£ ²¸´�² ¥��  ����� ¡�� ��¡�¥§�� �¦ �¤ ¨ ¡¥¥��¡ ¨�� ± �� �¨� ��� ¨¡�£ µ §���¡�
��£�§� ��³ �« ¡���¡ ���� ���¥ §� ��« ¡�£ �����¡§ �«���� ¡��  �� ¨��ª¤�� ¦��  �����¤ ���� ¡�£ �¡§�£¡����
�¨�� ¡�� ¡§��¡£« ¡�¡�§¡¢ §� �
 ± �� �¨� ��¨�� ¨¡�£ µ �¤ ¨ ��£�§� ¦¡�§ ��  ¡¥�¤�� �¨� �� ¨ £«�¡� � �
¡�£ ¡¥¥¡���� ���§���¡���« ��¨�¢ ���£ ¢« �����¡§ �¢�����£ ��ª¤�� �� ± �¨�� £��  ��� « ¨¡� ¢ ��� ¡ �¡³ ��
�����¡���� ¢ �¨��£ �¨� �� �¥���� �¦ ���§���¡�  ¨¡�� ��£�§��� ±

�¨� �¡�� ��¡§ �¦ �¨�� ¥¡¥ �� �� �� ��¥§��� �¨� ��¡¢ �§��« �¦ ¡¥¥§« ���  ¨¡�� �¨���« �� ��£�§��� µ
 ¨¡�¡ ����� ��� µ ¡�£ ¦��� ¡����� ���� ������ ¥��£¤ �£ ¢« ¶·¸ ��£�� �� �£��� ± �¨¡�� �� ¡� ��¨�����
¥��¥ ���« �¦ ��� � ���§���¡� £«�¡� �  �«���� � ± ´� �¡��¦���� ����§¦ �� �¨� �������� ��« �¦ �� §¤����� ��
��¡³ � ������° �� �����¡§  ��£������ � ¡ ¥��¥ ���« �¨¡� �� ¡£�¡��¡���¤� �� �����¡���� ����¡��§� �«��¨��� 
��ª¤�� �� ± �¨¡���  ��£�§� ¥��� �£� ¡ £����� ������  ¡§����¡���� �� �¨� ¥��¢¡¢�§����  ����§«µ §���¡�°
��£�§� µ �¨��� �� �¨� ¦�����  ¡�� �¨� �� ¨ £«�¡� � � �¦ �¨� ��£�§�£ £¡�¡ ¡��  ¡¥�¤��£ ¢« �§��¨�§«
¥ ���¤�¢ ��� �¨� �����¡§  ��£������ ����« ��� � ¡ ��� ��¡ � �� �� ¢ � �«��¨�����£ ± ´� ����� � µ ¡  ¨¡��� 
�«����  ���¡��� ¡� ������� �¤�¢�� �¦ ¤���¡¢ §� ¥ ����£ �  ��¢ ��� µ �¨� ¨ �¦ ��£�§�£ §���¡�§« ��¤§£ ��ª¤���
¡� �������¬£��������¡§ ��£�§ ��  ���� �¨� ¢��¡£¢¡�£ �������° ¦��ª¤�� « �¥ � ��¤� ¥������ ��  ¨¡��� 
��ª¤�� �� ± �����£�� µ ¦�� ��¡�¥§� µ �¨� ��� �� ��� � �� µ �¨� ¨ �� ��� �¦ �¨� ���¥§���  ¨¡���  �«���� � ± �¨�
§������  �¡¥ �� £����£ �� �¨� ������¡§ �� � 	
 ¡  ��£��� �� �¨� ¦� §§�� ��� ��§¡���� �

�� � � ��!" 	 # ��!"° � $ � 	� % � & & & 	°

�¨���  ' �� � 	
 �� ¡ ���£ ¥¡�¡����� ± (�¥ ��£��� �� �¨� �¡§¤� �¦  µ �¨ �� ���§���¡� �¡¥  ¡� ��¨�¢ ��
£�)����� ¢ �¨¡� ���� �%*
 ± +��  , � &* �¨� ����¡��� �¦ �¨�� �«����  ������� ���� ¡ §�� �� ¥ ���� ¡�
¡���¡ ���° ¥��� �£�£ �¨¡� �¨� �����¡§ ¥ ���� �- �� �� �¨� ������¡§ � µ	° ± ² �  �� ��£� � ±* µ �¨� ����§�¬
¥ ���� ¡���¡ ��� ¢ �¦¤� ¡��� ���� ��� ���£ ¥����� � ¡ ¥¨�������� ����� ¡� ¥ ����£ £�¤¢§��� ¡� $ . / µ
�� � �§§ ¡§����¡�� ¢ ������ �¨� ��� ���£ ¥ �����° ± ² � ��  �����¤� �� �� ��¡��  µ �¨� ¥ ����£ £�¤¢§���
¢ �¦¤� ¡��� µ � �� ��� ��§¤����� �¦ ¥ ���� £� � µ 0 µ 	1 µ & & &µ ¤���§  �� ¡¢�¤� � ±02% ± +��  3 � &02% µ ¢ ��¨  ¨¡��� 
��¢ ��� ¡�£ �££¬¥ ����£ §�� ��  « §�� ¥ ���� £ �° ��¡�� �� ¡¥¥ �¡� ± ´� �¨�  ¨¡���  ��¡�� µ �¨� ���¤§���� ����
������  ���¡��� ¡� ������� �¤�¢�� �¦ ¤���¡¢ §� ¥ ����£ �  ��¢ ��� �%�
 µ �¨� ¨ ��  ����£���£ ¡� ¡£�¡��¡��
��  ¨¡�¡ �����¡���� µ ��¥ � �¡§§« £¤���� �¨� �� �����¤ ���� �¦ �¨� ¡���¡ ��� �� �¨� ¥¨¡�� �¥¡ � ±

�¨¡�� �¨���« ¡�£ ��� ¡¥¥§� ¡����� ¨¡�� ¢ ��� �¨� �¤¢³ � �� �¦ � ¡�« ¢���� ¡�£ ����¡� ¨ ¡��� §�� ±

%



´���� £¤ ���« �¡����¡§ �� �¨� �¤¢³ � �  ¡� ¢ � ¦�¤�£ µ ¦�� ��¡�¥§� µ �� �	1
 ± � ��� �¨������ ¡§ ���¡�����
 ¡� ¢ � ¦�¤�£ �� �%%
 ¡�£ �%1
 ± � �¡ �� ¡§ ���¨�£� ¦�� ¡¥¥ §«���  ¨¡�� �¨���« �� ���§���¡� ���� ������
��£�§��� ¡�� £�� ¤���£ �� �	
 ± �¨��� ���¨�£� ���� §¡��� ��¥ §������£ �� �¨� ¥¤¢§� ¬£��¡�� � ´¯�²�
¥¡ �¡�� �	�
 µ �¨� ¨ �� ¡§�� ¤��£ �� �¤� ���� ± ¯¤���« ¡��� §�� ��  ¨¡��¬¢¡��£ ���§���¡� ���� ������
��£�§��� ¡�� ¦�¤�£ �� �	0 µ %�
 ± +��� �¨� ��¡�£¥���� �¦ ��� � ������ ¡�¡§«��� µ �¨� �������� ��  ¨¡��� 
��£�§� �� §¡���§« ��§¡��£ �� �¨��� §�� £�� ������¡§��« ���� µ ¨������ µ ¨��¨¬£��������¡§  ¨¡���  �«���� �
�� ��� ¡� ��§§° ± ¯� �� �� ��� �¤�¥������ �¨¡� ����� ¡���� �¨� £ �������� �¦  ¨¡���  ���� ������ ¨¡� ¢ ��� �¨�
¦�  ¤� �¦ �¡�« ����¡� ¨ ¥¡¥��� ��� µ ¦�� ��¡�¥§� µ �	* µ 	2 µ � µ % µ * µ 1
 µ ¡�£ �¨� ��¦���� �� �¨����� ° ± ² �
£�� ¤���£ �� ¯� ���� � µ �����¡§ � �¡�¤��� �¦ £��������¡§��« ¨¡�� ¢ ��� ��¤£��£ �� �¨� §����¡�¤�� ± ������� µ
�¤ ¨ ��¡�¤��� ¡�� �¦��� £�©  ¤§� �� ����� ¡�� ¦��� ��¥��� ¡§ £¡�¡ � ��¨ ¡� ¤������ ¤�£��§«��� ���¤ �¤�� ±
´����¡£ µ �¨� ��¥��� ¡§ £¡�¡ ¡�� �«¥ � ¡§§« �� ������ �� ���� ��¡�� �¥¡ � �¨¡� ¥�������� �¨� ���¡��¡��
 ¨¡�¡ ������� � �¦ �¨� ¤������ ���¤ �¤�� � ±� ±µ ¦�¡ �¡§��«µ �¨¡¥ � �¦ �¨� ¡���¡ ��� µ ��  ±° ± �¨�� ��¬ ¡§§�£
����� ����������� �� ����¬£�§¡« ° ��¢�££��� ¡¥¥��¡ ¨ �¡� � ��� ����� £¤ �£ ¢« �¡ �¡�£ �� ¡§ ± �%� 
 ¡�£
§¡��� ��¤£��£ ���� ������¤�§« ¢« �¡���� �%0
 ± ²  ���� ¡§ ¡�¥ � � �¦ �¨ �� ¡¥¥��¡ ¨ �� �¨� ����� ¡���� �¦ �¨�
�� ������� ��� ������ µ �¨� ¨ ¦�� ¥�¡ �� ¡§ � �£�§��� ¡�£ ¦��� ¡����� ¥��¢ §�� � ���� �� �¨� ¥¡������«
¡�£ ¨�� � µ  ��¥§�� ��« ° �¦ �¨� ��£�§ ±

¸� ���§«µ �¨��� ¨¡� ¢ ��� ���� ��� �������� �� ��������¡���� �¨�  ¨¡���  �¡�¤�� �¦ ������� ��¡©   ¡�£
¡¥¥§«��� �� �� �������¬��§¡��£ ª¤�¤���� ¡�¡§«��� �0 µ � µ %2
 ± ´��¥ ���£ ¢« �¨� �¢�����£ ��§¦¬��� �§¡���«
�¦ ������� ��¡©   ¡�£ ��� ��§¡���� �� �¨� ¦�¡ �¡§ ��¡³ � ������ �¦  ¨¡���  �«���� � µ �¨� ¡¤�¨��� �� �0

��������¡��£ �¨� ¦�¡��¢ �§��« �¦ ��£�§��� �¨� ¥¡ ��� �����¡���� ¥��  ��� ¢« £����� ������   ¨¡���  � ¡¥� ±
¯��¥§� ���§���¡� �¡¥� � ��¨ ¦�� ¥¡�¡������ ���� ¤��£ µ �¨� ¨  ¡¥�¤�� �¨� ¦�¡ �¡§ ¥��¥ ������ �¦ �¨�
��¡©   ± +¤��¨������ µ �¨� ¡¤�¨��� �¤�§���£ ¡ ¥¤��§« £����� ������  ¡¥¥��¡ ¨ ¦�� ¡�¡§«� ��� �¨� ª¤�¤����
¥ ��¦���¡� � �¦ ¡ + ´+� ������ � ��¨ ¡  ¨¡���  ��¥¤� ± �¨� ¦�¡��¢ �§��« �¦ ª¤�¤���� ¡�¡§«��� ¤�£��  ¨¡��� 
��¥¤�� �¡� ¡§�� £ �� ¤���£ �� ��
 µ �¨��� §¡��� £�� �¡���� ���¨�£� ���� �¤������£ ¡� ¡ ¥ ����¢ §� � �¡��
�¦ ¥¤��¤��� �¤ ¨ ¡�¡§«��� ± ´� �%2
 �¨� ¡¤�¨��� ��������¡��£ �¨�  ¨¡���  ¢ �¨¡���� �¦ ���  ���������
 �����§ ± ¯����¡§ ����� ����  ��£¤ ��£ �� ����¦« �¨¡� ¦��  ���¡�� ¥¡�¡����� �¡§¤�� µ ���  ���������
 �����§ ��£��£ ��¨�¢ ��� �¨� �������¡§  ¨¡�¡ ������� � �¦ ¡  ¨¡���  �«���� � ±� ±µ �������� ��« �� �����¡§
 ��£������ µ  ��¥§�� ��¢ �� ¥ ���� £� µ ���¬������� £�� ������¡§��«µ ���¡��� ¡���¡ ���� µ ¥ ������� �¡��� �¦
��¥¡����� ° ± �¨� ¡¤�¨��� ���� ¦¤��¨�� �� �¤����� �¨¡� �¨� �¢�����£ ��§¦¬��� �§¡���« �� ��� ��¡©   �¡«
¢ � ¡����¢¤��£ �� �¨�  ¨¡��� ��« �¦ �¨�  ���������  �����§ �� ¨¡���� µ �¡�¨�� �¨¡� �¨� ¨�¡�« �¡�§�£����
�¦ �¨� £�����¢¤����� �¦ �¨� ¢¤��� ¥ ���� £� ±

�¨� ���� �¦ �¨� ¥¡¥ �� �� ���¤ �¤��£ ¡� ¦� §§�� � ± ´� ¯� ���� % �� ��¥ §��� �¨� ¥����� � �¦  ¨¡�� ��
� �£�� ��¡©   ± ¯� ���� � ¥������� �¤� ¡¥¥��¡ ¨ ¦�� ����� ¡���� �¨� ��¢�££��� £�������� ¡�£ �¨� ���¤§��
�¦ ¡¥¥§« ��� �¨�� ¡¥¥��¡ ¨ �� � �£�� ��¡©   ± ¸� �����¤ ���� �¨� ¡���¡ ��� �¦ �¨�  ¨¡��¬¢¡��£ � �£�� ��£�§
�� £�� ¤���£ �� ¯� ���� � ± + ��¡§§«µ �¨� ¥¡¥ �� ��  �� §¤£�£ �� ¯� ����  ±

�



� ��������� ����	 �� 
 ���� ��� �

´� �¨�� �� ���� µ �� ��¥§��� �¨�  ¨¡���  ¢ �¨¡���� �¦ ¶·¸ ��£�� ��¡©   ± ������� ¦�� �¨�  ¨¡��� ��« �¦ ��� �
������ ¨¡� ¢ ��� �� �¨�  ����� �¦ �¡�« ¥��� ��¤� ��¤£��� ��� �% 	
 ¡�£ �¨� ��¦���� �� �¨����� ° ± �¨���
��¤£��� ¡§§ ¥ ���� �¤� �� �¨� £ �©  ¤§�« �¦ ���¡¢ §��¨��� �¨� ¢�¤�£¡���� ¢ ������ £����� ������   ¨¡�� ¡�£
���  ¨¡��� ��«µ ��¥ � �¡§§« �¨�� �¨� ���� ������ �� � ���¡� ��¡��£� ¢« ����� ± �¨���¦��� µ �¤� �¡�� ��������
��  ¨¡�� ���� � ¦��� ��� ¥������¡§ ¡£�¡��¡�� ���� §���¡� ¡¥¥��¡ ¨�� �� ��£�§��� ¡�£ ¦��� ¡����� � �£��
��¡©   ± �� ¡�� §��� ���������£ �� ����¦« ��� �¨��¨�� ¡ ����� ���� ������ �� ��¤§«  ¨¡���  �� ��� µ �¨� ¨
�¡« ��� ¢ � ¡� ¡¥¥��¥��¡�� ª¤������ �� �¨� � ��� ¥ §¡ � ± �����¨�§��� µ �¨� ¡¥¥§� ¡¢ �§��« �¦  ¨¡��¬¢¡��£
�� ¨��ª¤�� ��  §�¡�§« £�¥ ��£��� �� �¨� ������� �������� �¦ �¨� ¤�£��§« ��� ��� � ������ ± +�� �¨�� ¥¤�¥ ��� µ
�� ��¤§£ ¢ � ¤��¦¤§ �� � ��� ��������¡�� ¨�� �¤ ¨  ¨¡�� �¦ ¡�« ° �� ¥������ �� ¡ � �£�� ���� ������ µ �¨� ¨
��¤§£ �����¡�� �¤¢��ª¤��� ¡¥¥§� ¡���� �¦  ¨¡��¬¢¡��£ �� ¨��ª¤�� ±

�¤� £¡�¡  ������ �¦ ¡ ��ª¤�� � �¦ 	*	 µ��� ¥����� µ �¡ ¨ ��¥��������� �¨� ���� �� ¢«���° �¦ ¡  ��¬
¥�����£ � �£�� ¦�¡�� ± �¨�� ��ª¤�� � �¡� �����¡��£ ¢«  ��¥������� �¨� � ��� ���� ����� ¤���� ¡
������¬���� �� �£�� �	%
 ��� �¨� ��¦���� � ¦�� £��¡�§� �¦ �¨� �� �£��� ¥��  �£¤��° ± �� ¤�� �¨���
�� ¨��ª¤�� �� ��¡� ¨ ¦��  ¨¡�� �� �¨� ¤�£��§« ��� ���� ������ ± �¨� � ��� �� ¨��ª¤� �� �¤¢³ � ���� �¨�§�
�¨� §¡�� ��� ¡�� ���� �¢³ � ���� ±

� �� �������� �� �! "� ���# $ %!�&���!��

��� ��¡��� �� �¤�¥ � � �¨�  ¨¡��� ��« �¦ ¡ ���� ������ �� �¦ �� ¡§§ ¥ ���¤�¢¡����� �� �¨� �����¡§  ��£������
§�¡£ �� £ �������� ��¡³ � ������ ± �����£�� ¡ ���� ������ '�� � $ � 	� % � & & & �( ) ± ´¦ �¨�� ������ �¡� �����¬
¡��£ ¢« ¡ ¥¤��§« £����� ������  £«�¡� � ¡§ �«���� µ �¨�� ��� ���§¤����  ¡� ¢ � £�� ��¢ �£ ¢« ¡ ���§���¡�
£�)���� � �ª¤¡���� �¦ �¨� ¦� §§�� ��� ¦��� �	�
 �

��* " � + , � ° %°

�¨��� + �� ¡ ���§���¡� �¡¥¥ ��� ¦��� ´̧ - ���� ´̧ µ , � � ��� ��!" ��!. / / / ��!-* "
 �� ¡ 0¬£ ��������¡§
�� ��� �¦ ¥�����¤� �¡§¤�� ����� ¡� �¨� ����� 1�����µ ¡�£ 0 �� �¨� �� ������� ��� ������ �¦ �¨� �«���� ±
² � �� �¨�� �� ¯� ���� � µ �¨� � ��� ���� ��� � ������  ¡� ¢ � �¤©  ����§« ��¢�££�£ �� ¡ *( ��¡�� �¥¡ � µ
� ±� ±µ �¨��� ¡�� �� ��� �£���� ¡§ *( ��¡�� �� ���� �¨¡� ¡§�� ¨¡�� �¨� �¡�� �� ¡�� �� �¨� �¡��� �¦ + ± ¯�
��  ¡� ��� ¡ ¥��§�� ��¡�« ��£� ¡���� �¦ ¡  ¨¡���  ¢ �¨¡���� �¦ ��  ¡� �¨�� �¨¡� ��¡§§ ¥ ���¤�¢¡����� ��
�¨� *( ��¡�� �� ���� �¦ �¨�� ��� � ������  ¡¤�� �¨� ���� �¦ �¨� ��¡³ � ���« �� £������ ¦��� ��� ���� ��¡§
¥¡�¨ ± ¯¤ ¨ ¥ ���¤�¢¡�����  ¡� ¢� ��¤§¡��£ ¢« ��¢�££��� �¨� ��¡ � �� ¡ 1( ��¡�� �¥¡ � ¡�£ §��� ���
¦�� ¥¡��� �¦ 1( ��¡�� �� ���� ¦�� �¨� ¨ �¨� ��� �� ����  ������¤���� �¨� ¥¡�� ¡�� �£���� ¡§ �� �¡§¤� ¢¤�
¨¡�� £�)����� �� ¡��� �� �¨� �¡��� �¦ + ± �¡¢§� 	 £�¥ � �� ��� �¤ ¨ ¥¡��� �¡��� ¦��� £�)����� §�  ¡�����
� ��¨ �� �¨� ��¡ � ± � ¨�� �¨� �� ���� �� �¡ ¨ ¥¡�� ¡��  �� ¡���¡��£ � ��¨ �¨��� �� ¡��� �¨ ��£  �§¤�� ��
�¨� �¡¢ §� ° µ �¨�« ¡¥¥ �¡� ¡� �¦ �¨�« ¡�� �§��¨�§« ¥ ���¤�¢ �£ �������� �¦ ��� ¡���¨�� �� �¨� *( �¥¡ � ± �¨�
§¡��  �§¤�� ��£� ¡��� �¨� ¡��¤�� �¦ ¥ ���¤�¢¡���� ±

�



�¡�� ´�£�� ¶¡§¤� � ��� (¡�¡ ����� ����¤�¢¡����
	 �1� µ�1� µ�1 µ�2 µ�1% µ�*° �����2 1
%  		 µ 	% µ 	� µ 	% µ 		 µ 	� °  	�� 	* *
� �� µ�1 µ� µ� µ�0 µ�° �1��* 	
�  µ% µ% µ1 µ� µ%° 1� 	
 1% µ� µ µ�0 µ1 	 µ1� ° 1��0 
1 1�2 µ1�0 µ1�0 µ1�1 µ1�* µ1��° 1��1�� 

�¡¢§� 	� �¡��� �¦ �£���� ¡§ 1( ��¡�� �� ���� �� �¨� � ��� ���� ��ª¤�� � � ��¨ £�)����� �� ¡��� ±

�¡ ¨ *¬£ ��������¡§ ��¡�� �� ��� �� �¡¢§� 	  ¡� ¢ � �¨�¤�¨� �¦ ¡� ¡ ��� �¦ �� ���¡§  ��£������ ¦�� ¡
£«�¡� �  �«���� �¨��� ��¡³ � ���« �� ¥����£�£ ¢« �¨� ��¢�££�£ ¥����� �¨¡� ¦� §§�� �¨� ��� ���¡§� ��¡��
�� ��� ± + ��¤�� 	 £�¥� �� �¨� �¤¢��ª¤��� 1�� £¡�¡ ¥ ����� �� �¨� � �£�� ��¡ � �¨¡� ¦� §§�� �¡ ¨ ¥¡�� �¦
�� ���¡§ ��¡�� �� ���� ± ´� ��  §�¡� �¨¡� �¨�� �¨� �«���� �� �����¡��£ ¢« ��¡�� �� ���� �¨¡� ¡�� ���«  §��� ��
�¡§¤� ¢¤� ¡�� ��� �£���� ¡§ µ �¨� ���¤§���� ��¡³ � ������ £������ ¦��� �¡ ¨ ��¨�� µ �¤�������� �¨� ¥����� �
�¦  ¨¡�� �� �¨� � �£�� ��¡ � � ±� ±µ �¨� ¤�£��§« ��� £«�¡� � � �� ��������� �� �����¡§  ��£������° ± ���� �¨¡�
��� � 0 � * µ �¨� ��¡³ � ���« �¨¡� ¦� §§�� � ¡�« *( ��¡�� �� ��� �¤�� ¢ � ¤��ª¤� ±
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+ ��¤�� 	� � ��§�� ��¡�« ���£�� � �¦  ¨¡�� �� ��£�� ��¡©   �������� ��« �� �� ���¡§  ��£������° ±

� �� ��!������� �!���#����� %#�#	 �$�� 

¯����¡§ ��¡����� ¡§ ���§� ¨¡�� ¢ ��� ¥�����¤�§« ¥��¥ ���£ ¦�� £ �� ��� ��¡���� ¢ ������ £����� ������   ¨¡��
¡�£ ���  ¨¡��� ��« ��� �% 	
 ¡�£ �¨� ��¦���� �� �¨����� ° ± � ¡�¤�¡§§«µ �¨��� ���§� ¡�� ���� �©  ���� ��
£�� ��� ��¡���� ¢������ ¥¤��  ¨¡��� ��« � ±� ±µ �� �¨� ¡¢��� � �¦ ��¡�¤��� ��� ����� ° ¡�£ �¨��� ����� ± ´�





�% 	
 � ¡���   ¨ � �� ¡§ ± ¥�������£ ¡ �� ¨��ª¤� ¦�� £��� ���� §��¬£ ��������¡§  ¨¡�� �� �����¬ ���¡� ��¡��£
���� ������ ± �¨� ���¤����� ¢ �¨��£ �¨�� �� ¨��ª¤� �� �¨¡� µ £¤� �� �¨��� £����� ����� µ ¥¤��§«  ¨¡��� 
�«���� � ¨¡�� ¢ ����� ���������� ¥��£� ����  ¡¥¡¢�§��« �¨¡� ¥¤��§« �¡�£�� ¥��  ����� ± �¨�� �¤¥ �����
 ¡¥¡¢�§��«µ ¨������ µ £�������¡��� ª¤� � §« ¡� �¨� ¦��� ¡����� � ��£�� ¢� ���� §¡���� ± �� ¥¤� �¨���
���¤����� ���� ���� µ � ¡���   ¨ � �� ¡§ ± �¤������£ ��¡��¦��� ��� �¨� ���� ��¡§ ��� � ������ ���� ��� �¨¡� ¨¡�
¡§���� �¨� �¡� � �¥ � ��¤� ¡� �¨��� ����� ± �¨�� �� ¡ ¨����£ ¢« �¤¢��¡ ���� ¦��� �¨� ���� ��¡§ ������ ¡�
¡¥¥��¥��¡��§« � ���£ ¡¤������������ �¦ ��£�� �  ��¥����� µ �¨��� � � 	 ± �¨�� µ �¨�  ����§¡����  � �©  ����
� ° ¢ ������ �¨� ��¡��¦����£ ���� ������ ¡�£ ¡ �¥��£ � ��£� ������� �¦ �� ��� ¢ �§�� ° �� ¥ §����£ ¡� ¡
¦¤� ���� �¦ �¨� ��¢�££��� £�������� 0 ° ± +��  ¨¡���  ������ µ � �� ��¡��� � ��¨ 0 ¤¥ �� ���� ¥���� µ
�¡« 0 � µ ¢ �«��£ �¨� ¨ �¨� ����£ �� �������£ ¡�£ �¨�  ����§¡����  � �©  ���� ��¡��� £� ��¡���� £¤� ��
�¨� �� ��¡�� �� �¨� �¤�¢�� �¦ £������ �¦ ¦���£�� ± ´�  ����¡�� µ ¦�� ¥¤�� �¨��� ����� µ �¨�  ����§¡����
 � �©  ���� �� ¡§���� ��£�¥ ��£��� �¦ �¨� �¡§¤� �¦ 0 ± + ��¤�� % £�¥� �� �¨�  ����§¡����  � �©  ���� ¡� ¡
¦¤� ���� �¦ 0 ¦�� ¡ �¡�¥§� ��¡³ � ���« �¦ �¨� §������  �¡¥ � ��¨  � 	 ¡�£ �- � � &*° ¡�£ ¦�� ¡ �¡�¥§�
¥¡�¨ �¦ �¡¤���¡� �¨��� ����� ± �¨� �¤££�� £��¥ �� � ¦�� 0 3 	� �� ¡  §�¡� ��£� ¡���� �¦ �¨�  ¨¡��� ��« �¦
�¨� §������  �¡¥ ± ´� ¥�¡ �� � µ �¨� ���� ������ �¦ �������� ¡�� ����¨�� ¥¤��§«  ¨¡���  ��� ¥¤��§« ���  ¨¡���  µ
¡�£ �¨���¦��� �¨� ����£� �� �¨�  ����§¡����  � �©  ���� ¡�� ���� £�©  ¤§� �� �����¥��� ±
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Gaussian white noise 

+ ��¤�� % � �����§¡����  ��©  ���� ¢ ������ ¡ �¤¡§ ¡�£ ¥��£� ��£ ���� ������ ����¤� ��¢�££��� £�� ������ ±

´� ��£�� ��  ��¥¤�� � µ ��� ���£� �� �¢�¡�� ¡ ¥��£� ��£ ������� �¦ �¨� ���� ������ ¤�£�� ��¤£«±
�¨�� �� �¦��� £��� ¤���� �¨� ��¡����¬����¨¢�� ¡¥¥��¡ ¨ ¡§�� ����� ¡� �¨� ������� � � ����� ° µ � ¨� ¨ ��
¢����« £�� ��¢ �£ ¡� ¦� §§�� � ± + ���� µ �¨� ��¡� ���£ ���� ������ �� ��¢�££�£ ¤���� �¨� ����¬£�§¡« ���¨�£
�� ¡ 0¬£ ��������¡§ ��¡�� �¥¡ � µ ¦�� ��� � 0 ± ��� , � � �� � � �!" � �!. / / / � �!-* "
 ¢ � �¨� ���� �� ��� ��¡��
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�� ��� ± �� ¥��£ � � � �*� µ � � 	 µ �� � ��� §� �� � ��¨�� ¥�����¤� ��¡�� �� ���� ¦�� �¨� ��¡���� ����¨¢ �� ��
, � µ �¡« , � �¨��� � � � ± �¨�� µ �� �¡�� �� *� ¡� ¡ ¥��£� ���� �¦ � �*� ± ´� �� ¡§�� ¥ ����¢ §� �� ��¥§�« ����
��¥¨���� ¡��£ ��¡����¬����¨¢ �� ¡¥¥��¡ ¨�� � ±� ±µ ��£��� �¨� � ¬��¡���� ����¨¢��� ¡�£ ¤���� �¨� ¡���¡��
�¦ �¨��� �¡¥¥���� ¡� �¨� ¥��£� ��� �%�
° µ ¡� �¨� ��¥ ���� �¦ ¡££�£  ��¥¤�¡����¡§  ��� ±

�� ��� ¡¥¥§« �¨� ¡¢ ��� ¡¥¥��¡ ¨ �� �¨� � ��� ���� ��ª¤�� � ± ² ¥§�� �¦ �¨� ����¡§���£ ¡¤��  ����¬
§¡���� ¦¤� ���� ²�+ ° �¦ �¨�� ��ª¤�� � ��� �¨���° ��£� ¡��� �¨� ¥����� � �¦ ������ ¡¤��  ����§¡����� ±
�� � §��� �¤� ���� �¦ �¨��� ¡¤��  ����§¡����� µ �� � ��� � � ¡� ²¸ � ° ��£�§ �� �¨� � ��� ���� ��ª¤�� � ±
�¨� �¡§¤� �¦ �  ¡� ¢ � £����� ���£ ¢«  ��¥¤���� �¨� ������� �� ������������� � �� ����� �²�+ ° �¦ �¨� ����
������ � µ �¨¡¥��� �
 ± + ��¤�� � ¡° £�¥ � �� �¨� �²�+ ¦�� �¨� � ��� ���� ��ª¤�� � ± ´� ��£� ¡��� ������¬
§�� �¢ §� ��� �¨��¤�¨ ¦�¤� ¡¤������������ ��£�� ± � �� � µ �� ¤�� ¡� ²¸ � ° ��£�§ ± ��� '�� � $ � 	� % � & & &)
¢ � �¨� ���� ��¡§ ��ª¤�� � ± �¨�� µ �¨� ��¡��¦��� �£ ��ª¤�� � ¡¦��� �¤¢��¡ ���� �¨� ²¸ � °  ��¥�����° ��
� ���� ¢« �

��� � �� # � "��!" # �.��!. # �	��!	 # �
��!
 � $ �  � 1 � & & & �°
� �� # � &**%*��!" # � &��*0��!. # � &�0���!	 # � &�*��!
 � °

�¨��� �¨�  ��©  ����� � " � & & & � �
 ¡�� £����� ���£ ¤���� ��¡�£¡�£ ¡¤������������ ¡�¡§«��� �
 ± + ��¤�� � ¢ °
£�¥ � �� �¨� ²�+ �¦ �¨� ¥��  ��� ' ��� � $ � 	� % � & & &) ± � §�¡� µ �¨� ��¡��¦����£ ¥��  ��� �� ¡§���� ¤� ����¬
§¡��£ µ ���� ���� �¨� ���£���� �¦ �¨� ²¸ � ° � � ±

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

k

P
ar

tia
l A

ut
oc

or
re

la
tio

n 
F

un
ct

io
n

JPEG−coded Star Wars Trace

¡° �¡���¡§ ¡¤��  ����§¡���� ¦¤� ����
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Lag

A
ut

oc
or

re
la

tio
n

Autocorrelations in the "Noise" Process

¢ ° ²�+ �¦ �¨� ����£¤¡§ ������� ° ¥��  ���
+ ��¤�� � � + ������ �¨� � ��� ���� ��ª¤�� � ¤���� ¡� ²¸ � ° ��£�§ ±

��� �¨¡� ���� �¦ �¨�  ����§¡����� �� �¨� � �£�� ���� ������ ¡�� � §����£ �¤� µ ��  ¡� ¡¥¥§« � ¡���   ¨� ��
���� �� �¨� ��¡��¦����£ ��ª¤�� � ' ��� � $ �  � 1 � & & &) ± + ��¤�� � ¡° £�¥ � �� �¨�  ����§¡����  � �©  ����
¢ ������ �¨�� ��ª¤�� � ¡�£ ��� ¥��£� ��£ ������� ¡� ¡ ¦¤� ���� �¦ 0 ± ² � 0 �� ��¡��� µ � �� ��¡��� ¡� ��§§ µ
 §�¡�§« £�� �¡���� ¦��� �¨� ¢ �¨¡� ��� �¦ �¨��� ����� ± ��¦���¤�¡��§«µ £¤� �� �¨� �� ������ ���� ¡���  �¡��£
� ��¨ �¨�  ��¥¤�¡���� �¦ � ¦�� §¡��� �¡§¤�� �¦ 0 µ �� ���� ¡¢ §� �� ¥ ��¦��� �¤ ¨  ��¥¤�¡���� ��§« ¦��

*



0 , %� �� ���� ¡¢ �¤� ¦�¤� £¡«� �� �¢�¡�� � ¦�� 0 � %� �� ¡� � §��¡¬¯¥¡�  ������¡���� ° ± ��  ��¥¤�� �
¦�� 0 3 %� µ �� ¡¥¥ §« �¨� ���� �� 	� µ���¬§��� �������� �¦ �¨� � ��� ���� ��¡ � �¨�  ��¥¤�¡����¡§ ��� �
�� §���¡�§« ¥��¥ ������¡§ �� ¢��¨ �¨� ���� �¦ �¨� ��� � ������ ¡�£ �¨� ��¢�££��� £��������° ± + ��¤�� � ¢ °
£�¥ � �� �¨� ���¤ §�� ¦�� ��� �¤ ¨ �������� ��£� ¡��£ ¢« ¯����� 	 ¡�£ %° ¦�� 0 ¦��� 	 �� 1� ± ¯����� 	
 ������� �¦ £¡�¡ ¥ ����� � µ�� 	 �¨��¤�¨ 1� µ��� µ �¨�§� ¯����� %  ������� �¦ £¡�¡ ¥ ����� 0� µ�� 	 �¨��¤�¨
2� µ��� �� �¨� � ��� ���� ��¡ � ± ( ��¥ ��� �¨� �¤ �¤¡����� �� � µ ��� �  ¨¡���  ����£�  ¡� ¢ � �¢�����£ ±
�����£�� ¯����� 	 µ ¦�� ��¡�¥§� ± ² � 0 �� �� ¦��� 	 �� 0 µ � ���£� �� �� ��¡�� ± �¨� ����£ �� �¤¢�§� �¨��
0 ���� ¦��� 0 �� 	0 ± ������� µ ¦�� 0 3 	0 µ �¨��� �� ¡  §�¡� £� §��� �� �¨� �¡§¤� �¦ � ¡� 0 �� ��¡��� ±
¯�� �§¡� ���¡���  ¡� ¢ � � ¡£� ¡¢�¤� �¨� ¢�¨¡� ��� �¦ � �� ¯����� % ± ² � � �������£ �¡�§��� µ ��� �¨�¤§£
��� ��¥� � ¡ ¥¤��  ¨¡���  ¢ �¨¡� ��� �� ��¡§ ��� � ������ ± ����£� �¨¡� ¡�� ���� ��£ � ¡���� �¦  ¨¡��� ��«
�¨¡� �¦ �¨��� ����� �¨�¤§£ ¢ � �¤©  ���� ±
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white noise 

¢ ° 	� µ���¬§��� �������� �¦ � ��� ���� ��ª¤�� �
+ ��¤�� � � �����§¡����  � �©  ���� ¢ ������ �¨� ��¡��¦����£ � ��� ���� ��ª¤�� � ¡�£ ¡ ¥��£� ��£ �������
�¦ �� ¤���� �¨� ��¡����¬����¨¢ �� ¡¥¥��¡ ¨ ° µ ¡� ¡ ¦¤� ���� �¦ �¨� ��¢�££��� £�������� ±

� �� � #� ���� � #���!� ���!����

�«¡¥¤��� ��¥������ ¡�� ���¡��¡�� ��¡�¤��� �¦ ¢�¤�£�£ £«�¡� � ¡§ �«���� �  ¨¡���  �� ���¬ ¨¡��� ° ±
² £«�¡� � ¡§ �«����  ¡� ¨¡�� ¡� �¡�« �«¡¥¤��� ��¥������ ¡� �¨� ��¤� ¥¨«�� ¡§ £�������� �¦ ���
¡���¡ ��� �� �¨� ��¡�� �¥¡ � ± �¡ ¨ ��¥����� ���� �� �¨� �¡�� �¦ ��¥¡����� ¥ ������� ��¥�����° ��
 ����¡ ���� ���¡���� ��¥�����° �¦ �¨� ¡���¡ ��� �� ��� �¦ �¨� £�� ������� ± ² �¡�� �¦ ��¥¡����� �� ¡�
��£ � ¡���� �¦ ¨�� ¦¡�� �� ¡���¡�� ��� ��¡³ � ������ � ��¨ �§��¨�§« £�)����� �� ���¡§  ��£������ £������ ¦���
��� ¡���¨�� �� ¡ ����� £��� ���� ¡�£ �� � ����¡ ¦�� ¡ �¡�� �¦  ����¡ ���� ° ± ² £«�¡� � ¡§ �«���� ��
 ¨¡���  �¦ ¡� §�¡�� ��� �¦ ��� �«¡¥¤��� ��¥������ �� ¥ ������� ±

´� ¥�¡ �� � µ �¨� ��¤� £ �������� �¦ �¨� �«���� �� ��� ����� µ ¡�£ �¨� �¥ � ��¤� �¦ �«¡¥¤��� ��¥�¬
�����  ¡� ��§« ¢ � �¢�¡���£ �� ��� � ��¢�££��� �¥¡ � ± �¨� �¤�¢�� �¦ �¢�¡���£ ��¥������ �� �¨ ��  ¡��
�� � ���� ¢« �¨� ��¢�££��� £�������� ± ´¦ �¨� ��¢�££��� £�������� �� §¡���� �¨¡� �¨� ��¤� ¤������°
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£�� ������ �¦ �¨� �«���� µ �¨�� ���� �¦ �¨� �¢�¡���£ �«¡¥¤��� ��¥������ ¡�� �� ������ ± � ¨��¨�� ��
�£����¦« �¨��� �¥¤���¤� ��¥������ �� ��� �� ���§§ ¡� ���¤� �¦ £�¢¡�� �	
 ± ´� ¡�«  ¡�� µ ��� � ¡ ����§� ¥ ��¬
����� �«¡¥¤��� ��¥����� �� �¤©  ���� �� ���£�� ¡ ���� ������  ¨¡���  µ ���  ¡� ¦�  ¤� �� ����� ¡���� �¨�
�¡§¤� �¦ �¨� §¡����� �«¡¥¤��� ��¥����� � �¦ �¨�� �¡§¤� �� ¥ ������� µ �¨� ���� ������ �� §���§« �� ¢ �  ¨¡���  ±
² ��¢¤�� ���¨�£ ¦�� ����� ¡���� �¨� �¡� ��¤� �«¡¥¤��� ��¥����� �¦ ¡ ���� ������ �¡� ¥��¥ ���£ ¢«
¸��������� �� ¡§ ± �%
 ¡�£ ��£�¥��£���§« ¢« � ¡��� �	�
 µ ¡�£ �¡� §¡��� ��¥§������£ �� �¨� � ´¯�²�
¥¡ �¡�� �	�
 ± �¨� �£�¡ ¢ �¨��£ �¨�� ���¨�£ �� �� £��� �§« ���� ¦�� ¡�« ��¥������¡§ £������� � �¦ ��¡�¢«
��¡³ � ������ ± � ��� �¥ � �� ¡§§«µ  ����£�� ¡ ���� ������ '�� � � � 	� % � & & &) ± ��� '� � ° � � � 0 � 0 � 	� & & &)
¢ � ¡ 0¬£ ��������¡§ ��¢�££��� �¦ �¨ �� ������ � �� � ��� ��!" / / / ��!-* "
 ¦�� ¡§§ � ± ��� �� ¡�£ �� ¹ ¢ � ���
��¢�££�£ ��¡�� �� ���� � ��¨ ���� # �� ¹ �� � � � 	 µ �¨��� �� / �� �� ���� £���¡� � �����  £����£ �� ´̧ - ±
���  ¡� ���� �� ¡�£ �� ¹ ¡� �¨� �����¡§ ¥ ����� �¦ ��� ��¡³ � ������ µ ¡�£ ���¥ � � �¨� ���§¤���� �¦ �¨���
��¡³ � ������ �� ���� ± ´� ¥¡��� ¤§¡� µ �¦ �� 	� ����*� # �� ¹*� �� 
 ���� ¦�� ¡ ��¡���¡¢§� �¡��� �¦ 
�¡§¤�� µ �¨��  �� �¨� � ¡� ��¤� �«¡¥¤��� ��¥����� ± ´� �¨���«µ  �� ¡� ���¡��¡�� ��¡�¤�� µ �� ��� �¡§¤�
�¨�¤§£ ��� �¡�« � ��¨ 0 µ  µ ¡�£ $ ± ������� µ £¤� �� �¨� ¢ �¤�£�£���� �¦ �¨� ¡���¡ ��� µ ¡� ��¥������¡§
�����¨ µ �¦ ¡�«µ  ¡� ¢ � �¤��¡���£ ��§« ¦�� ¡ ����� ���� ¥ ���� £ µ ¡¦��� �¨� ¨ ¡ �¡�¤�¡���� �)� � �¡��� ¥ §¡ � ±
� ������� µ  �� ¡ �§�¢¡§ ª¤¡����«µ �� �� ��¥������� �¨� �1���� � ¢ �¨¡� ��� �¦ �¨� �«���� ± �¨� ¡���¡ ���
�¡« §�  ¡§§« ��¥¡�£ ¡�£ ����  ����¡ �° ¡� £�)����� �¡��� ± ¯� ���� ¡���¡���� ���� �¨� £¡�¡ ¥ ����� ��
���£�£ �� ���¤�� �¨¡�  �� �������� ����� ¡��£ ± ´� �%
 ¡�£ �	�
 µ �¨� ����� ¡���� �¦  ¥��  ��£� ¡� ¦� §§�� � ±
+ ���� µ �¨� ���� ������ �� ��¢�££�£ �� ¡ ��¡�� �¥¡ � � ��¨ ���� £�������� 0 ± ²� ��¢�££�£ ¥���� ���
�� ��§� ��£ µ ¡�£ ¡§§ �¨� ��¢�££�£ ¥����� �¨¡� ¡�� � ��¨�� � £���¡� � ¦��� �� � ¡�� ¦�¤�£ ± �¨��� ¥ ����� µ
¡§��� � ��¨ �� � µ ��¥������ ¡ ����¨¢ ��¨��£ �¦ �� � �¦ �¡£�¤� � µ ¡�£ ¡�� ��£� ¡��£ ¢« �¨� ��� � � $- ° ± +��
¡ ����� ���� $- �  µ  3 � µ ���  ��¥¤��� �¨� ¡���¡�� £���¡� � ¢ ������ �� �*� ¡�£ �¨� ��� �¦ £¡�¡
¥ ����� ���¤§���� ¦��� ¡£�¡� ��� �¡ ¨ ��¢�££�£ ¥���� �� � � $- ° ¢«  ��� � ¤���� ¡§��� �¨� ��¡³ � ���«±
�¨�� ¡���¡�� £ ���¡� � µ �¨� ¨ �� ����� ¡� �¨� ������� ��� � ����� µ � ���� ¡� ��£� ¡���� ¡¢�¤� �¨� ��¥¡�����
�� �¨� ���� �¦ �¨� ����¨¢��¨��£ � � $- ° ¡¦���  ��� � ¤���� ± ·« �¡���� ��� §��¡���¨� ¡�£ ¡���¡���� ����
�����¡§ �� ���¡§ ¥ ����� ��� µ ���  ¡� �¢�¡�� ¡� ¤�¢�¡��£ ����� ¡��� �¦  ± +���¡§§«µ ���  ��¥¤���

� � � � $ - � 0 ° 	� 	
(

��
� �� " §� ��

	�� � $- ° � ��� �� � �� � � � �� �*� # �� *� �� °

�¨��� ( �� �¨� �¤�¢�� �¦ �����¡§ ¥ ����� ± �¨�� µ � � � � $ - � 0 ° �� ¥ §����£ ¡� ¡ ¦¤� ���� �¦  ¦�� �����¡§
�¡§¤�� �¦ � ¡�£ 0 ± �¨� �§�¥ �� �¦ �¨��� ¥ §��� µ �¨� ¨ ¡�� ��¥ � ��£ �� ¢ � ��§¡����§«  §��� �� �¡§¤� µ  ������¤��
�¨� ����� ¡��£ �¡� ��¤� �«¡¥¤��� ��¥����� ±

�¨� ¡¢��� ����� ¡���� ¥��  �£¤�� �¡� ��¥§������£ �� �¨� ��¤���� !"#$ % �¦ �¨� � ´¯�²� ¥¡ �¡�� µ
�¨� ¨ �� ¡¥¥§��£ �� ¯����� 	 ¡�£ % �¦ �¨� � ��� ���� ��� � ������ ± ¸�¥������¡���� ¥ §��� �¦ � � � � $ - � 0 °
¦�� �¡���¤� �¡§¤�� �¦ 0 µ � µ ¡�£ ( ¡�� �¨��� �� + ��¤��  �¡��� ¡° ¡�£ ¢ ° ¡�� ¦�� ¯����� 	 µ �¨�§�
�¡���  ° ¡�£ £° ¡�� ¦�� ¯����� %° ± ���� �¨¡� � ���£� �� ¢ � ¡� ��¡§§ ¡� ¥ ����¢ §� �� ¡  ¤�¡��§«  ¡¥�¤��
�¨� ��¥������¡§ £ ������� � µ �¦ ¡�« � «�� �� ¨¡� �� ¢ � §¡��� ���¤�¨ �� �� §¤£� ¡ �¤©  ���� �¤�¢�� �¦
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����¨¢��� ± �¨� §¡���� �¨� ��¢�££��� £�������� µ �¨� ��¡§§�� �� �¨� �¤�¢�� �¦ ¥ ����� �¨¡�  ¡� ¢ �
¦�¤�£ �� ¡ ����¨¢ ��¨��£ µ �¨� ¨ ��¥¡ �� �¨� ���£���� �¦ �¨� ����� ¡���� ���� � ¨�� �¨� ¥§��� ¢ � ���
§��� �����¨ ¡� 0 �� ��¡���° ±
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Series 1 (ε = 134)

d = 2 
d = 3 

d = 4 d = 5 

d = 6 

d = 7 

¡°
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

−5

−4.5

−4

−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

Iterate

Lo
ga

rit
hm

 o
f S

tr
et

ch
in

g 
F

ac
to

r

Series 1 (ε = 425)

d = 5,6,...,10

¢ °
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Series 2 (ε = 204)

d = 2,3,...,7 
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Series 2 (ε = 646)

d = 2,3,...,10

£ °
+ ��¤��  � ���¡���¨� �¦ � � � � $ - � 0 ° ����¤�  ¦�� ¯����� 	 ¡�£ % �¦ �¨� � ��� ���� ��¡ � ±

² §§ ¥ §��� �� + ��¤��  ¨¡�� ¥ ������� �§�¥ �� µ ��£� ¡���� ¡ ¥ ������� �¡§¤� ¦��  µ � ±� ±µ ¥����� � �¦  ¨¡��� ��«±
�� ¤�� ���¥§� §���¡� � ����� �¦ §� � � � � $ - � 0 ° ���� �¨� �¡§¤�� �¦  �¨� ����¡���° ¦��� 	 �� � ��
�¢�¡�� ����� ¡��� �¦  ± +�� ¯����� % �¨��� ����� ¡��� ¡�� ����� �� �¡¢ §� % ¦�� ¦�¤� £�)����� �¡§¤�� �¦ � ± +��� � 		 ¡�£ � � %�� µ ���� ��¢�££��� £��������� ���� ������£ �¨��� ¡�� ��£� ¡��£ ¢« £¡�¨��° µ ¡� �¨�«
¥��£¤ �£ ����¨¢ ��¨��£� � ��¨ ��� ¦�� ¥����� ± ² §§ �¨� ����� ¡��� �¦  ¦¡§§ �� �¨� ������¡§ �� ±� 	 µ� ±�%�
 ±

	�



��¢�££��� ( �� ������ ����� ¡��£ � ¡� ��¤� �«¡¥¤��� ��¥�����
0 ° � � 		 � � %�� � � �1� � � 1�1
% � ±� 	� � ±� 	�1 � ±� 	� 	 � ±� 	%1
� � ±� 	2* � ±� 	1 � ±� 	�� � ±� 	��
� � ±�%%2 � ±� 	2� � ±� 	* � ±� 	� 	
 � ±�%%� � ±�%�� � ±� 	*% � ±� 	�2
1 � � ±�% 	� � ±� 	00 � ±� 	�0
* � � ±� 	00 � ±� 	22 � ±� 	
0 � � � ±� 	2 � ±� 	1*
2 � � � ±�%�% � ±� 	0 	
	� � � � ±� 	20 � ±� 	2*

�¡¢§� % � �����¡��£ �¡§¤�� �¦ �¨� �¡� ��¤� �«¡¥¤��� ��¥����� �� ¯����� % �¢�¡���£ �¨��¤�¨ ��¡�¬
�ª¤¡�� � ����� ���� ����¡��� ¦��� 	 �� �° ±

� �	��� ����� ��� ��� ������ � �� ��	���

�¨� £�������� �¦ ¡ £«�¡� �  �«���� �� ¡� ��£� ¡���� �¦ �¨� �¤�¢�� �¦ £������ �¦ ¦���£�� �¦ �¨¡�
�«���� ± ´� ��¨�� ���£� µ �� �� �¨� �¤�¢�� �¦ �����¡§  ��£������ �¨¡� ¡�� ��ª¤ ���£ �� �¥ � �¦« ¡ ��§¤���� ±
¯����¡§ ��¡�¤��� �¦ £��������¡§��« ¨¡�� ¢ ��� ¤��£ �� �¨� §����¡�¤�� ��� �	0
 ¡�£ �¨� ��¦���� �� �¨����� ° µ
�� §¤£��� �¨� ��¥ �§��� ¡§ £�������� µ �¨� ¦�¡ �¡§ £�������� µ �¨� ��¦���¡���� £�������� µ �¨�  ����§¡����
£�� ������ µ ¡�£ �¨� ¥¨¡��¬�¥¡ � £ �������� ± ��¦���¤�¡��§«µ �� �� £�©  ¤§� �� �������� ����� ¡�� �¨���
��¡�¤��� �¦ �¨� ¤�£��§« ��� ���¤ �¤�� �¦ �¨� ���� ������ �� ¤������ µ �¨� ¨ �� �«¥ � ¡§§« �¨�  ¡�� ± +���
¡ ¥�¡ �� ¡§ ��¡�£¥���� µ ��� �� ���� ���������£ �� �¨� �� ������� ��� ������ � ±� ±µ �¨� £ �������� �¦ �¨�
��¢�££��� �¥¡ �° µ ��� � �� �� �¨� ��� �¨¡� ����§« ��¥¡ �� �¨�  ��¥¤�¡����¡§  ��¥§�� ��« �¦ ¦��� ¡�����
¡�£  �����§§���  ¨¡���  ���� ������ ± +¡���� �2
 £����� ¡� ��¢�££��� ¡� ¡ �����¨ £�)�����¥¨��� �¡¥
� � , . � µ �¨��� � �� ¡ �����¨ �¤¢�¡��¦� §£ �¦ �¨� �����¨ � ¡��¦� §£ , ± �¨� ��¢�££��� £�������� �¦
¡� ¡���¡ ��� �� �¨�� £����£ �� ¢ � �¨� � ����¤� £�������� �¦ ¡ �����¨ �¡��¦� §£ �� �¨� ¨ ¡� ¡���¡ ���
 ¡� ¢ � ��¢�££�£ ± ´� �¨�� �� ���� µ �� � ��� ¥������ ¡� ¡¥¥��¡ ¨ ¦�� ����� ¡���� �¨� ��¢�££��� £��������
�¦ ¡�« ���� ������ µ ¡�£ �¨�� ¡¥¥§« �¨�� ¡¥¥��¡ ¨ �� � �£�� ��¡©   ±

� �� �#��� ����!#��

�� ����� ¡�� �¨� ��¢�££��� £�������� 0 ° µ ��  ����£�� ���� ������ �¨¡� ¡�� �����¡��£ ¢« ���§���¡�
£«�¡� �  �«���� � �¦ �¨� ¦��� �� %° µ �¨� ¨ �¡« �� �¡« ��� ¢ �  ¨¡���  ± �� �¨�� ¥��  ��£ �� ���
���¥� ± �¨� � ��� ���¥ ¦�  ¤��� �� ��£��� �¨� � �� ��¤� �¤�¢�� �¦  ���� ¤���� £�§¡«� �	 � ±� ±µ §����¨
�¦ �¨� ��¢�££�£ �� ����° �¨¡� � �§§ ���¤�� ¡ ¦¤� ����¡§ ��§¡�����¨�¥ ¢ ������ �¨� £��¡�� ¡�£ �¡��� �¦
�¨� ¦¤� ���� + �� %° ± �¨� ���¤§���� �	 �� ¡  ������¡���� ����� ¡�� �¦ 0 ��� �  ���¡�� £�§¡«� ¢ ������
�¨� � ��� ¡�£ §¡�� £�§¡«� � ¡« ��� ¢ � ���£�£ � ±� ±µ �� �¡« ¢ � ¡ ¦¤� ���� �¦ ��§« ��!" µ ��!. µ ¡�£
��!
 ° ± ´�  ����¡�� �� §���¡� ���������� ¡�¡§«��� �¨��� �¨� �������� ¡�� £�§¡«� ¡�� �¡��§« �� ��� ���£
¢« �¨� ���§�� �¢ §� �¡§¤�� �¦ �¨���  ��©  ����� �¢�¡���£ £��� �§« ¦��� � ����� ° µ �¨�� �� ��� �¨�  ¡�� ��
���§���¡� �«���� � ± �¨���¦��� µ ��  ¨� � �¦ ¡§§ �¨� �	 £�§¡«� ¡�� ���£�£ µ �� ¨¡�� �� ���� �¨� �¡§�£��«

		



�¦ �¨� ¦¤� ����¡§ ��§¡�����¨�¥ ¦�� ¡§§  ��¢��¡����� �¦ � ��� �� ���¡��§« �¤  ������° £�§¡«� µ ��¡�����
� ��¨ � � �	 # 	 ¡�£ ����� £��� ± ²  ��£���§«µ �¨� �� ��£ ���¥ £�¡§� � ��¨ ��¡� ¨ ��� ¦�� �¨� �¥��� ¡§
£�§¡«  ���£��¡��� � ��¨�� ¡ ¥��� ��¢ �£ � ��£�� µ ¥ ������¡§§« ��£¤ ��� �¨� ����� ¡�� �¦ 0 ± ´� ¦¡ � µ ¤���� ¡
��¡§§�� �¡§¤� �¦ 0 �¨¡� �¨� ����� ¡��£ ��� ��¤§£ ���¤ §� �� ��� §¡���� �¨� ¦¤� ����¡§ ��§¡�����¨�¥ ±

¯��¥ ��� �¦ �¨� ¡¢ ��� ����� ¡���� ¥��  �£¤�� �� ��� ¤��£ ¡� ¦� §§�� � ± + ���� µ �¨� ���� ������ ¤�£��
��¡� ��¡���� �� ��¢�££�£ ���� ¡ 	¬£ ��������¡§ ��¡�� �¥¡ � � ��¨ ¥ ����� �� �¨� £��¡�� ¡�£  �����¥ ��£���
¥ ����� �� �¨� �¡��� ± �¨� ��§¡���� ¢ ������ �� ¡�£ � � ���!"
 �� �¨�� �����£ ± ´¦ �¨ �� ��§¡�����¨�¥
�� ¦¤� ����¡§ µ � ±� ±µ �� � � ��!"° ¦�� ��� � ¦¤� ���� � µ �¨�� �¨� ���� ������  ¡� ¢ � ��¢�££�£ �� ¡
£�� ������¬��� ��¡�� �¥¡ � ± � �¨��� ��� µ �¨� ��¢�££��� £�������� �� ��� �� ��� µ ¡�£ �¨� ��§¡�����¨�¥
¢ ������ �¨� ��¢�££�£ �� ���� �� �¨� %( £��¡�� ¡�£ �¨�  �����¥��£��� ¥ ����� �� �¨� �¡��� ¡�� �����£ ±
´¦ �¨� ¦¤� ����¡§ ��§¡�����¨�¥ ¡��¤�¥���� �� �¡�����£ µ �¨�� �¨� �«���� �����¡���� �¨� ���� ������ �� �¦
£�� ������ ��� ± � �¨��� ��� µ �¨� ¥��  ��� �� ��¥ �¡��£ � ��¨ ¨��¨��¬��£�� ��¢�££���� ± �� � �¨� � ����¤�
�¤�¢�� �¦  ���� ¤���� £�§¡«� �	 ° �¨¡� �¡���¦« ¡ ¦¤� ����¡§ ��§¡�����¨�¥ �� ¦�¤�£ µ �� ��¡�� ¢« �������
¡§§  ��¢��¡����� �¦ � � �	 # 	 £�§¡«� � ��¨ �� ¡ ¥��£����£ � ��£�� ±

�� �§§¤���¡�� �¨� � ��� ���¥ µ  ����£�� �¨� ��ª¤�� � 	 µ% µ� µ	 µ� µ% µ� µ	 ± ´� �¨ ��  ¡�� µ �¨� ��§¡�����¨�¥
¢ ������ ��!" ¡�£ �� �� ��� ¦¤� ����¡§ ��� � µ ¦�� ��¡�¥§� µ �¨� �¡§¤� 	 �� �¨� £��¡��  �����¥ ��£� ��
��� £�)����� �¡§¤�� �� �¨� �¡��� % ¡�£ �° µ ¡� �¨��� �� �¡¢ §� � ¡° ± �� �¨� ��¨�� ¨¡�£ µ ¡ ¦¤� ����¡§
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� µ%° �
% µ�° 	

¢ °
�¡¢§� � � � �� � ¯����� 	� % � � � 	� � � % � � � 	° ��¢�££�£ �� � ¡° 	¬£ ��������¡§ ��¡�� �¥¡ � µ ¡�£ ¢ ° %¬
£ �� ������¡§ ��¡�� �¥¡ � ±

��§¡�����¨�¥ ¢ ������ �� ¡�£ � � ���!" � ��!. 
  ¡� ¢� ¦�¤�£ µ ¡� �¨��� �� �¡¢§� � ¢ ° ±
² ¦��� ����� ¡���� �	 �� ���¥ 	 µ �� ��« �� ���¥ % �� ����� �¨ �� ����� ¡�� ¢« ��¡� ¨��� ¦�� �¨� �¥��� ¡§

£�§¡«  ���£ ��¡��� �¦ ���� � � � ��¨ �� ¡ � ��£�� �¦ �� £�§¡«� µ �¨��� � � � �	 µ �� � ��	 µ ¡�£ �
£�¥ ��£� �� �¨� ���� ¡�£ ��¦���¡����  ������ �¦ �¨� ��¥��� ¡§ £¡�¡ ± +�� ��¡�¥§� µ �¦ �	 � � �¨��
���¥ % ¥��  ��£� ¢« ��¡� ¨��� ¦�� ¡ %¬£ ��������¡§ ��¢�££�£ �� ��� � � ���!� � ��!� 
 �¨¡� �¡������ �¨�
¦¤� ����¡§ ��§¡�����¨ �¥ µ �¨��� � ¡�£ � ¡�� �� �¨� �¡��� 	� % & & & ��	 � ��¨ � �� � ¡�£ � ��¨ �¨�  ¡��
� � 	� � � %° ¢«¥¡���£ ±

�� ª¤¡���¦« ¨�� ¦¡� ¡ � ¡¥¥��� �� ¦��� �¡���¦« ��� ¡ ¦¤� ����¡§ ��§¡�����¨�¥ µ �� ¤�� �¨� ¦� §§�� ���

	%



��¡�¤�� �
� 0 ° �

� -�� ��� 0 ° # ����� � 0 °
( 0 ° � 1°

�¨��� ( 0 ° �� �¨� �¤�¢�� �¦ 0¬£ ��������¡§ £¡�¡ ¥����� �� �¨� £��¡�� µ � -�� ��� 0 ° �� �¨� �¤�¢�� �¦
��¥ �������� �¦ ¥����� �� �¨� £��¡�� �¤�¢�� �¦ ����� �¨� ¡���¡ ��� ¥¡���� �¨��¤�¨ �¨� �¡�� ��¡�� ��
£�� ������ 0 ° µ ¡�£ ������ 0 ° �� �¨� �¤�¢�� �¦ ��¥ �������� �� �¨� �¡��� �� £�������� 0 �¨¡�  �����¥ ��£
�� ��¥ �������� �� �¨� £��¡�� ± +�� ��¡�¥§� µ ����« ��¥ ������� �¦ �¨� ¥¡����� � � � � � ° �� �¨� ��¥��� ¡§
������ ¢ �«��£ �¨� � ��� �   ¤���� �° � �§§ �� ������ �¨� �¡§¤� �¦ � -�� ��� �° ¢« ��� ± ´¦ ¡�« �¦ �¨���
��¥ �������� ¨¡� �¨� �¡�� ��¡�� �¦ ¡ ¥�����¤� �   ¤���� � �¦ � � � � � ° µ �¨�� �¨� �¡§¤� �¦ ������ �° � �§§ ¢ �
�� �������£ ¢« ��� ± ����« � �� §¡���� �¦ �¨� ¦¤� ����¡§ ��§¡�����¨�¥ � �§§ �� ��¡�� �¨� £�)���� � ¢ ������
� -�� ��� 0 ° ¡�£ ������ 0 ° ¢« ��� ± � ¨�� � 0 ° � � µ 0 �� �¨� ����� ¡��£ ��¢�££��� £�������� 0 � �	 ° ±

¯� ¦¡� µ �� ¨¡�� ¢ ��� ��ª¤����� �¨¡� �¨� ����� ¡��£ 0 ���¤ §�� �� ¡ ���� �§« ¦¤� ����¡§ ��§¡�����¨�¥
¢ ������ �¨� ��¥¤�� ¡�£ �¨� �¤�¥¤� �¦ �¨� ��£�§ ± �¨�� ����� ��� �� �¨� ¡¢��� � �¦ ����« £¡�¡ ± ��
�� ��¥��¡�� �¨� �)� � �¦ ����� µ ��  ¡� ��§¡� �¨� ���� � �ª¤¡§��« �¨¡� �� ¤��£ �� ���� �¨� ¦¤� ����¡§
��§¡�����¨�¥ �� �¨� ��¥��� ¡§ £¡�¡ ± � ��� �¥ � �� ¡§§«µ §�� � " � �. ¢ � ��� �£���� ¡§ ��¡�� �� ���� �� �¨�
£��¡�� � ��¨  �����¥ ��£��� ��¡��� � " ¡�£ � . ± �¨�� µ ��  ����£�� �¨� ¦¤� ����¡§ ��§¡�����¨�¥ �� ¢ �
�¡�����£ �¦ �� " # � . � , � ¦�� ���� ¥��£����£ � � � ± �¨� §¡���� �¨� �¡§¤� �¦ � µ �¨� §¡���� �� �¨� �����  ��¬
���¢¤���� �� �¨� ��£�§ ± �� �§§¤���¡�� µ  ����£�� �¨� ��ª¤�� � 	&%� � 	&2� � � &�� � 	&%� � 	&2� � � &�2 � 	&%� � 	 &� µ
��¢�££�£ �� ¡ ���¬£��������¡§ ��¡�� �¥¡ � ± ² � ���� �� �¡¢§� � µ ¦�� � � � &� 	 �¨�� ��ª¤�� �  ¡���� ¢ �
��¥�������£ ¡� ¡ ¦¤� ���� �¦ ��� �¡��¡¢ §�� µ ��� � �¨� ¦¤� ����¡§ ��§¡�����¨ �¥ �� ��� §¡��£ ¦�� �¨� ��¢�££�£
¥���� � � �	&%� 	&2�
 ± ´¦ �� �¡�� � � � &� 	 µ �¨ �� ��§¡�����¨�¥ � �§§ ¢ � �¡�����£ ±

(��¡�� ¸¡���
	 ±%� µ	 ±2� ° � ±���
	 ±2� µ� ±�� ° 	 ±%�
� ±�� µ	 ±%� ° 	 ±2�
	 ±%� µ	 ±2� ° � ±�2�
	 ±2� µ� ±�2° % ±	
� ±�2 µ% ±	° 	 ±

�¡¢§� � � ��¢�££��� �¨� ���� ������ 	&%� � 	&2� � � &�� � 	&%� � 	&2� � � &�2 � 	&%� � 	&� ° �� ¡ %¬( ��¡�� �¥¡ � ±

��  ¡� �� ��� ���¥ ¦¤��¨�� ¡�£ ��§¡� �¨� ���� � �ª¤¡§��« �� �¨� ��¢�££�£ ¥����� �� �¨� £��¡��
¡§��� � ��¨ ��§¡� ��� �¨� ���ª¤¡§��« �� �¨� �¡���° µ ¡� ¦� §§�� � ± ��� � " ¡�£ �. ¢ � ��� ��¢�££�£ ¥�����
�� �¨� £��¡�� µ ¡�£ §�� � " ¡�£ � . ¢ � �¨���  �����¥��£��� ��¡��� �� �¨� �¡��� ± ´¦ ��� " # �. �� , � " ����� " # � . � , �. ¦�� ���� � " ¡�£ �. µ �¨�� ��  ����£�� �¨� ¦¤� ����¡§ ��§¡�����¨�¥ �� ¢ � �¡�����£ ± �¨�
¥¡�¡� ����� � " ¡�£ �. £�¥ ��£ �� �¨� ¡��¤�� �¦ ����� �� �¨� £¡�¡ ±
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� �� ��� $��#��!� �! � �&�! ��#� �

�� ��� ¡¥¥§« �¨� ¥��� ��¤�§« ¥�������£ ����� ¡���� ¡¥¥��¡ ¨ �� � �£�� £¡�¡ ± �¨� ���¤ §�� ¡�� �¤��¡����£
�� �¡¢§�  ± ² � �¨��� ���¤§�� ��£� ¡�� µ ¡ ¦¤� ����¡§ ��§¡�����¨�¥  ¡���� ¢ � ¦�¤�£ ¦�� 0 , 1 ± +�� 0 � * µ
� 0 ° � � ± �¨¤� µ 0 � * �� �¤� ��¡����� ����� ¡�� �¦ �¨� ��¢�££��� £�������� ± ´� ¡££����� µ �¨�
¥��  �£¤�� �¦ �§�� ��¡���� £�§¡«� �¡� ¡¥¥§��£ µ ¢¤� �� ���§§ ¦�¤�£ �¨¡� �����  ���� ¤���� £�§¡«� ¡��
���£�£ �� ¥��£¤ � ¡ ¦¤� ����¡§ ��§¡�����¨�¥ ± �� ����¦« �¨� ¡£�ª¤¡ « �¦ �¤� ����� ¡�� ¢«  ����¡����� ��
� ��¨ �¨� ����� ¡��� ¥��� �£�£ ¢« �¨� � ���� � ������ � ���� ���� +�� ° � ��¨�£ �	*
 ± + ��¤�� 1 £�¥� �� �¨�
¦�¡ ���� �¦ ¦¡§�� ��¡���� ����¨¢ ��� ¡� ¡ ¦¤� ���� �¦ 0 ¦�� ¯����� 	 ¡�£ % �¦ �¨� � ��� ���� ��¡ � ��
¤��£ �¨� ��¤���� �#!�� ��#���� �¦ �¨� � ´¯�²� ¥¡ �¡��° ± ´� ��  §�¡� �¨¡� ¡� 0 �� ��¡��� ¦��� 	 �� * µ
�¨� ¦�¡ ���� �¦ +�� �� ��£¤ �£ ������ ¡��§«µ ��£� ¡���� ¡� ¤�¦�§£��� �¦ �¨� ¡���¡ ��� ± +�� 0 � * �¨��
¦�¡ ���� ¢¡��§«  ¨¡���� µ �¤�������� �¨¡� 0 � * �� �¨� � ����¤� ¡  �¥�¡¢ §� ��¢�££��� £�������� ±

0 � -�� ��� 0 ° ����� 0 ° � 0 °
	 	112� 	 1� 		 ±21
% 	�% 	�% �%� ±*1��
� %2��� 	� 		 ±	*
� 	*1% 0� ±� 	
 02 1 ±����2�
1 1 � ±�����*
* � � � ±�

�¡¢§�  � �����¡���� �¨� ��¢�££��� £�� ������ �� �¨� � ��� ���� ��¡ � ±
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+ ��¤�� 1 � +�¡ ���� �¦ ¦¡§�� ��¡���� ����¨¢ ��� ����¤� �¨� ��¢�££��� £�������� ¦�� �¨� � ��� ���� ��¡ � ±
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� � ����	�������� ��� ���������

��� �¨¡� �� ���¡¢ §��¨�£ �¨� ¥����� � �¦  ¨¡�� �� ��£�� ��¡©   ¡�£ ����� ¡��£ �¨� ��¢�££��� £�� ������ µ
�¨� ��� � ���¥ �� �� �� �����¤ � �¨� ¡���¡ ��� �¦ �¨�  ¨¡���  ��£�§ ¡�£ ¤�� �� �� �����¡�� �«��¨���  � �£��
��¡ �� ± ¸� �����¤ ���� �¨� ¡���¡ ��� ¡��¤��� �� ��£��� �¨� ¡¥¥��� �� ¡�� ¦��� �¦ + �� %° µ �¨� ¨  ¡�
¢ � £��� ¤���� §�  ¡§ �� �§�¢¡§ �� ¨��ª¤�� �%�
 ± ��  ¨���� �� ���� � ��¨ §�  ¡§ �� ¨��ª¤�� ��� � �¨�«
��ª¤��� ¦���� £¡�¡ ¥ ����� ¡� ¡ ���� ¡�£ ¡�� ���� ¡£¡¥���� �� �����¡����¡������ �� �¨� ��¡©   ± +�� ¡
����� 0 µ �� ¡¥¥��� �� ¡�� + ¢« �¨� ¢ ���  ��¥����� � � �+ µ �¨� ¨  ������� �¦ �¤§��¥ §� �§�  ¡§� ¦¤� �����
�¦ ���¥§� ¦��� � � ±� ±µ §���¡� µ ª¤¡£�¡�� ° ± ² � �¤������£ �� �	�
 µ �¨��� §�  ¡§ ¦¤� �����  ¡� ¢� �¢�¡���£
¢« ��¢�££��� �¨� ��¥��� ¡§ ��� � ������ �� ¡ 0¬£ ��������¡§ ��¡�� �¥¡ � µ £�� �£��� �¨�� �¥¡ � ���� §�  ¡§
������� µ ¡�£ �¨�� ��£��� ¡ ���£ � � ���� �¡ ¨ §�  ¡§ ������ ± �¨� §�  ¡§ ������� �� �¨� £��¡�� �¦ + ¡��
¦�¤�£ ¢« ��¡� ¨��� �¨� ��¢�££�£ ���� ������ ¦�� �¨�  §����� � ����¨¢��� �� �¨�  ¤����� ��¡�� �� ���
� ±� ±µ �¨� ���  ��¥���£ �¦ �¨� ���� �� ���§« ¥��£� ��£ 0 �¡§¤��° ± �¨� ¥��£� ���� ¡  ¤�¡ « ¡�£ �¨�
��¡§ ¦��� �¦ �¨� ¡���¡ ��� £�¥ ��£ �� �¨�  ¨�� � �¦ � ± ´¦ � �� �� ¡§§ µ �¨�� �¨� £��¡�� �¦ �¨� §�  ¡§ ������
�� �� � ��¡§§ �� ¡  ¤�¡��§« £�� ��¢ � �¨� ¢ �¨¡���� �¦ �¨� ¦¤� ���� � ±� ±µ �¨� � ���£ ¨«¥ ��¥ §¡�� ��¤§£ ���
¢ � ��¡¢ §� ° ± �� �¨� ��¨�� ¨¡�£ µ �¦ � �� §¡��� µ �¨�� �¨� £��¡�� �¦ �¨� §�  ¡§ ������ �� �� � §¡��� �� ���
�¨� ¢ ���� � �¦ §�  ¡§��¡���� ± ¯¤¢��ª¤���§«µ �+ ��¤§£ ¦¡�§ ��  ¡¥�¤�� £ �� �����¤ ����� �� + ± ��� �¡« ��
����� ¡�� � ��¤§£ ¢� �� ��¡� ¨ ¦�� �¨� �¥��� ¡§ � �¨¡� � ���� ���� �¨� �¨���¬���� ¥��£� ���� ����� � ��¨��
¡ ����� � ��£�� µ �� �� ����� £¤ � ¡  ������¡ �¨¡� ��¤§£ ¦�� � �+ �� ¢ �  �����¤�¤� ± �� ¥��¥ ��� �� �¡�«
�¨� �¡§¤� �¦ � �� �¡ ¨ ¥��£ � ���� ���¥ ± �� �¥ � ¤§¡�� �¨¡� �¨�� ¥��  ��� ��¤§£ �����¨ �£��� �� �+ ¡�£ � §§
�¡¥� �� §�  ¡§ ������� � ��¨ � ¡� � £¡�¡ ± ´� �¨��� µ �¨� ���¨�£ �� ¥��£ � � �¨� ��� � �¡§¤� �¦ �¨� ���� ������
¢ ����� � ��¨ ��£��� ¡ §�  ¡§ ������ �� �¨� £��¡��  §��� �� �¨�  ¤����� ��¡�� �� ��� ¤���� �¨� �¡��¡¢ §�
¥¡�¡� ���� � ± �¨�� µ ¡ §���¡� §�  ¡§ ¡¥¥��� �� ¡�� ¦¤� ���� ¦�� �¡ ¨ ������ �� �¨� £�� ¡�� ��  �����¤ ��£
¡�£ ¤��£ �� ¥��£� � �¨� ��� � ¥ ���� ± �����ª¤���§«µ �¨� ���� ��¡�� �� ����� ¡�£ �¨� ¥��  ��� �� ����¡��£ ±
+ ��¡§§«µ �� ¢ �� �¨� ¡���¡ ��� �� ¥������ �� ¦��� �� ¡¥ ��� �¨� ¥��£����£ §�� ��� ±

� ��� µ �� ¡¥¥§« �¨� ¡¢ ��� � ¨��� �� �¨� � ��� ���� ��¡ � ± ´� �¤� �� ���¡§ ¡����¥�� �� �� �����¤ �
�¨� ¡���¡ ��� ��¤��� ��� �¨��� ¦�� ¢��� ��« ° µ �� ���£ �¨� �¡§¤� �¦ � ¦�� ¡§§ §�  ¡§ ������� ± ·¤� �� ¦�¤�£
�¨¡� �� �¨��  ¡�� �¨� �� �����¤ ���� �� ¨��ª¤� �� ������ �§« ��������� �� �¨� �¡§¤� �¦ � ± �¨�� �� ¡����¢¤��£
�� �¨� ¦¡ � �¨¡� +  ���¡��� �£��� ¡�£ ������� �¦ £�� �����¤����� ± ¯� �� ����£ ¡ £�)����� ¡¥¥��¡ ¨ ��
�¨� ¨ �¨� �¡§¤� �¦ � �¡���� £����� ������ ¡§§« �� ¡ ¥ ���� £�  �¡���� ¡  ��£ ��� �� � $ ° � �� � � $ ° �0 �° ±
² ���£ �� �� �¤©  ���� ¦�� �¨� �¤  ��� �¦ �¨� ��£�§ ¦�� ¡�«  �����¤�¤� �¡¥ + ± ¶¡�« ��� � �� �)� ����
�¨�� +  ���¡��� �¡¥� µ ³ ¤�¥� ¡�£ £�� �����¤ ����� ± ´� �¤�  ¡�� µ �¨�� ���¤§��£ �� ¡ ¢ ����� ��£�§ �¨¡�
�¨� ��� ¥��£¤ �£ ¤�£�� ¡ ���£ � ± �¨� ��¡§ ��£�§  ������� �¦ ¡ ¥ �� �¬� ��� §���¡� �������� µ �¨� ¨
 ��¢���£° £«�¡� � ¡§§« ¡¥¥��� �� ¡�� �¨� ¦¤� ���� + ± ¯�� � �¡ ¨ �¦ �¨��� �������� �� ¡ ¨«¥ ��¥ §¡�� ��
�¨� *¬( £�� ������ µ �� �� ��� ¥ ����¢ §� �� £��¥ §¡« �¨�� ¥� ����¡§§«± �� ����¦« �¨¡� �¨� ��£�§ ��  ¨¡���  µ
�� �¨�� �� + ��¤�� * ��� �«��¨���  ��¡ �� �����¡��£ ¤���� �§��¨�§« £�)����� �����¡§  ��£������ �¨� ¨ ¡��
����� �� �¡¢§� 1° ± �¨� ���� �¦ �� ���¡§  ��£������ �¨¡� ���� ¤��£ �� �����¡�� �¨��� ��¡ �� ¡�� �£���� ¡§

	



�� ��� �¦ �¨� �����  ���£��¡��� ± �¨� ¥���¤�¢¡���� �¦ �¨��� ���� ¦��� �¨� � ��� ��� ��¡ � ² ° �� � ����
�� �¨� §¡��  �§¤�� �¦ �¨� �¡¢ §� ± � §�¡�§«µ �¨� ���¤§���� ��¡³ � ������ £�)�� ������ ¡��§«µ ��£� ¡���� �¨�
¥����� � �¦  ¨¡�� �� �¨� �«��¨���  £¡�¡ ±
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+ ��¤�� * � ��� �«��¨���  ��¡ �� � ��¨ ¥ ���¤�¢ �£ �����¡§  ��£������ ±

��¡ � ´����¡§ ���£����� ����¤�¢ ±
² �21 µ�21 µ�20 µ�22 µ� µ�2* µ�22 ° �
· �21 µ�21 µ�20 µ�22 µ� µ�2* µ�2 ° ¬�
� �21 µ�21 µ�20 µ�22 µ� µ�2* µ�21 ° ¬�
( �21 µ�21 µ�20 µ�22 µ� µ�2* µ�2*° ¬%
� �21 µ�21 µ�20 µ�22 µ� µ�2* µ�20 ° ¬ 	
+ �21 µ�21 µ�20 µ�22 µ� µ�2* µ�� ° 	
� �21 µ�21 µ�20 µ�22 µ� µ�2* µ� 	° %
� �21 µ�21 µ�20 µ�22 µ� µ�2* µ�% ° �
´ �21 µ�21 µ�20 µ�22 µ� µ�2* µ�� ° �
� �21 µ�21 µ�20 µ�22 µ� µ�2* µ�� ° 

�¡¢§� 1 � ´����¡§  ��£������ ¦�� �¨� �«��¨���  ��¡ �� �� + ��¤�� * ±

� ���� ��	���	

´� �¨�� ¥¡¥ �� µ �� ¥��� �£�£ ��¡����� ¡§ �� �£�� � �¨¡� ¥ ����� �� �¨� ¥����� � �¦  ¨¡�� �� ¶·¸ ��£�� ��¡©   ±
�¤� ���£�� � �¡� ¢¡��£ �� �¨� �������� ��« �¦ �¨� ��¡³ � ������ �� �����¡§  ��£������ µ �¨�  ����§¡����
 � �©  ���� ¢ ������ �¨� ��¡��¦����£ ��£�� ��ª¤�� � ¡¦��� � §������ �¤� ¡�« ¡¥¥¡���� ¡¤��  ����§¡�����°
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¡�£ ¡ ¥��£� ��£ ������� �¦ �� µ ¡�£ �¨� ����� ¡��£ �¡§¤� �¦ �¨� �¡� ��¤� �«¡¥¤��� ��¥����� ± ��
¥�������£ ¡ ���¨�£ ¦�� ����� ¡���� �¨� ��¢�££��� £�������� �¦ ¡ ���� ������ �¨¡� �� ��£�§�£ ¡  ��£ ���
�� �¨� ���§���¡� ��¥������¡���� �¦ +¡���� ¡�£ ¯�£���� � ¨ �	�
 ± � ¨�� ¡¥¥§��£ �� �¨� � ��� ����
��ª¤�� � µ �¨�� ���¨�£ «��§£�£ ¡� ��¢�££��� £�������� �¦ ����� ± ·« ��¢�££��� �¨� ���� ��¡§ � ���
���� ��ª¤�� � �� ¡ *( ��¡�� �¥¡ � ¡�£ ¤���� ¡ ��¡����¬����¨¢ ���¬¢¡��£ �� ¨��ª¤� ��£���£ ¦���
�	�
° µ �� ���� ¡¢ §� �� ¥��£¤ � �«��¨���  � �£�� ��ª¤�� �� �¨¡� ��¨�¢ ��  ¨¡���  £«�¡� � � ±

� ��������	

�	
 ² ± ²£¡� ± ��¡©   ��£�§� �� ¢��¡£¢¡�£ �������� ± ���� ���� �� �������� µ � *° �0%�02 µ �¤§« 	22* ±

�%
 ² ± � ± ² §¢¡�� ± � ���� ¨��¨��¬��£��  ����§¡����� �� £���� ¡� ��¢�££��� � ��£�� ± � ������ � µ
� �0�2 	 µ 	22 	 ±

��
 � ± ² §����  ± � ���� ¡���� �¨� ��¢�££��� £�������� ± � ������ � µ % ��1%��11 µ 	22 	 ±

��
 ¶ ± ²�¡��¨¡�¡� ± ®¤�¤���� �«���� � � ��¨ ��¡©   ��£�§� ¢¡��£ �� £����� ������  £«�¡� � ¡§ �«���� � ±
´� � ���������� �� �� � �	�� 
 � ������ ���� ������ �� ���� �� ������� � ��� ���� ��� ���� � ���� µ ¥¡���
%���%� 	 µ 	22* ±

�
 � ± � ± � ± ·�� ¡�£ � ± � ± ���� ��� ± ��� � � ����� 
�������  ����������� ��� ��� ����± ��§£��¬( ¡«µ
´�  ±µ 	2*1 ± ¸�� ���£ �£����� ° ±

�1
 ( ± ¯ ± ·����¨�¡£ ¡�£ � ± � ± � ��� ± �� ��¡ ���� ª¤¡§��¡���� £«�¡� � � ¦��� ��¥ �������¡§ £¡�¡ ±
� ������ � µ %� �% 	*�%%1 µ 	201 ±

�*
 � ± ·¤�¤� ¡�£ � ± �� ���� ± �¥���¡§ £�§¡« ���� ¡�£ ��¢�££��� ¦�� £�§¡«¬����  ���£ ��¡��� ¢«
¡�¡§«��� �¦ �¨� �§�¢¡§ ��¡��  ¡�£ ���¡§ £«�¡� � ¡§ ¢ �¨¡���� �¦ ���¡��� ¡���¡ ���� ± � ������� � �1���

 µ � 	� ° �*�*�� *�0� µ 	22% ±

�0
 ² ± ���¡� �§§� ¡�£ ¸ ± � ± ¯���¨ ± ²� ¡¥¥§� ¡���� �¦ £����� ������   ¨¡���  �¡¥� �� ��£�§ ¥¡ ���
��¡©   ± �� �� ���� ������� µ %� �	*	�%� µ 	22 ±

�2
 � ± ( ± +¡���� ± �¨¡���  ¡���¡ ���� �¦ ¡� �������¬£��������¡§ �«���� ± � ������ �
��������� �� µ
¥¡��� �11���1 µ 	20% ±

�	�
 � ± ( ± +¡���� ¡�£ � ± � ± ¯�£���� � ¨ ± � ��£� ����  ¨¡���  ���� ������ ± � ��� � � �1 � �����µ 2 0° �0��0�0 µ
	20* ±

�		
 ¶ ± ¯ ± +���� ¡�£ · ± � �§¡��£ ± ��¡©   ��£�§��� ¦�� ��§� ���¤�� ¡����� �������� ± ���� ������

� �������� � �� �� �� �µ �% �° �*��0 	 µ � ¡� ± 	22� ±

	*



�	%
 � ± � ± �¡����� ¡�£ � ± � �§§����� ± ²�¡§«��� µ ��£�§��� µ ¡�£ �����¡���� �¦ ��§¦¬��� �§¡� ¶·¸ ��£��
��¡©   ± ´� � ���� �� �� � ������� ��� ���� ������µ ¥¡��� %12�%0� µ ¯�¥� ± 	22� ±

�	�
 ¸ ± � ����� µ � ± � ¡��� µ ¡�£ � ± ¯ ¨���¢ �� ± � �¡ �� ¡§ ��¥§�����¡���� �¦ ���§���¡� ��� � ������ ���¨�£� �
�¨� � ´¯�²� ¥¡ �¡�� ± ����� µ 2 �� 	����� µ 	222 ±

�	�
 � ± � ¡��� ± ² ��¢¤�� ���¨�£ �� ����� ¡�� �¨� �¡� �� ¡§ �«¡¥¤��� ��¥����� �¦ ¡ ���� ������ ± � �������
������� 
 µ 	0 �** µ 	22� ±

�	
 � ± � ¡��� ¡�£ � ± ¯ ¨���¢ �� ± � �� ��� ��� ��� � � ����� 
������� ± �¡�¢��£�� ���������« � ���� µ �¡�¬
¢��£�� µ 	22* ±

�	1
 ( ± � ¡¥§¡� ¡�£ � ± � §¡�� ± ������������� � �� ��� ��� � ���� ��� ± ¯¥������ µ � �� ���� µ 	22 ±

�	*
 � ± · ± � ����§ µ ¸ ± ·���� µ ¡�£ � ± ( ± ´ ± ²¢¡�¢¡��§ ± (����� ����� ��¢�££��� £�������� ¦�� ¥¨¡��¬
�¥¡ � �� �����¤ ���� ¤���� ¡ �������� ¡§  �����¤ ���� ± � ������� � �1 ��� 
 µ � 1° �������� 		 µ 	22% ±

�	0
 ( ± �¤��¤��� �� µ · ± � �§§��³ ��£§�� µ ¡�£ � ± �¨�����¥¨����� ± �¨¡���  ���� ������ ± ¥¡�� ´ � �����¡����
�¦ ��� � ���¡��¡�� ¥��¥ ������ �� ��¡�� �¥¡ � ± � ������� � ���� ��� ������ ��� ��� ����µ 	 � ° �%��%%� µ
+�¢ ± 	22� ±

�	2
 � ± � ��¢ ��� µ � ± �¡��§� �� µ ¡�£ � ± ¯ ¨¤���� ± �¥���¡§ ��¢�££���� �¦  ¨¡���  ¡���¡ ���� ¦��� ��¥�¬
§��� ¡§  ����£��¡����� ± � ���� ��� � �����µ 	� �% 	�%1 µ 	22 	 ±

�%�
 · ± � �§§��³ ��£§�� µ ( ± �¤��¤��� �� µ ¡�£ � ± �¨�����¥¨����� ± �¨¡���  ���� ������ ± ¥¡�� ´´ � ¯«����
�£�����  ¡���� ¡�£ ¥��£� ���� ± � ������� � ���� ��� ������ ��� ��� ����µ 	 � ° �%%�%�� µ +�¢ ± 	22� ±

�% 	
 � ± � ¡���   ¨ � µ + ± � ¤§¡���¡ µ ¡�£ � ± ����¡�� ± ( ��� ���� §��¬£��������¡§  ¨¡�� �� ��� � ������ �¦
����� §����¨ �����¡��£ ¦��� £�� ���� ¥¡�¡� ���� ¥��  ����� ± � ������ � µ 2� �� 	��2 µ 	221 ±

�%%
 � ± � �� ± ����� �� � ���� ���� ������� ± �¡�¢��£�� ���������« � ���� µ �¡�¢��£�� µ 	22� ±

�%�
 � ± � �� µ � ± � ��¢ ��� µ µ ¡�£ � ± ² ± ���� ± ������§§���  ¨¡�� ± � ��� � � �1��� ������� µ 1� �		21� 	%�% µ
+�¢ ± 	22� ±

�%�
 � ± � ± �¡ �¡�£ µ � ± � ± ��¤� ¨��§£ µ � ± ( ± +¡���� µ ¡�£ ¸ ± ¯ ± ¯¨¡� ± �������« ¦��� ¡ ���� ������ ±
� ������� � �1 ��� ������� µ � 2° �* 	%� *	1 µ 	20� ±

�%
 � ± � ± ¸��������� µ � ± � ± ��§§��� µ ¡�£ � ± � ± ( � �¤ ¡ ± ² ¥�¡ �� ¡§ � ��¨�£ ¦��  ¡§ ¤§¡���� §¡�����
�«¡¥¤��� ��¥������ ¦��� ��¡§§ £¡�¡ ���� ± � ������ � µ 1 �		* µ 	22� ±

�%1
 � ±¬� ± ¯ ¨¤���� ± � ������� ����� �����  
� �� ���������� ± �¨«��� ¶��§¡� µ ����¨��� µ 	200 ±

�%*
 � ± �¡¢�� ± ����� ��� �� ��� �������� �� � �� ��� ��� � ���� ���  
 � �� ���������� ± � �§�« ´����� ��� � µ
	202 ±

	0



�%0
 + ± �¡���� ± ( ��� ���� ���¡��� ¡���¡ ���� �� �¤�¢¤§�� � ± ´� ( ± ² ± ¸¡�£ ¡�£ � ± ¯ ± ��¤�� µ �£����� µ
� ���� ���� ������� ��� ����� �����µ ¥¡��� �11��0 	 ± ¯¥������¬¶��§¡� µ ·��§�� µ 	20 	 ±

�%2
 ² ± ¶���� ¡�£ � ± ·�£¡ ± �¨�  ¨¡���  �¡�¤�� �¦ ���  ���������  �����§ ± ´� � ��������� � �� �� �
���� ������� ���� ���� ������µ ¥¡��� 	*	� 	*%� µ %��� ±
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